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Література
O. Stelya, О. Trygub, V. Lyashko 
THE ANALYSIS OF THE USING OF INTERPOLATION PROCEDURES 
IN THE IMPLEMENTATION OF THE METHOD OF CHARACTERISTICS
The difference schemes for convection-diffusion equation with dominant convection are considered. 
Schemes constructed by the method of characteristics (Lagrangian-Euler approach) are investigated. In 
calculating the substantive (full) derivative linear, quadratic and cubic spline – interpolation used. For all 
three difference schemes numerical solution of the model test problem was done. The results of calculations 
are presented in the form of graphs and table.
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2 D КОЕФІЦІЄНТИ ФУР’Є НА КЛАСІ ДИФЕРЕНЦІЙОВАНИХ 
ФУНКЦІЙ І СІТКОВИЙ ІНФОРМАЦІЙНИЙ ОПЕРАТОР 
ІЗ ВИКОРИСТАННЯМ ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ
Отримано оцінку похибки наближення 2 D коефіцієнтів Фур’є кубатурною формулою з викорис-
танням оператора сплайн-інтерполяції, побудованого на основі оператора інтерлінації на деякому 
класі диференційованих функцій. Інформацію про неосцилюючий множник підінтегральної функції 
задано значеннями функції на сітці. 
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Вступ
Застосування апарату інтерлінації функцій 
[1] у розв’язанні сучасних задач цифрової об-
робки сигналів дає змогу отримувати нові 
результати. Зокрема, задача наближеного обчис-
лення 2 D коефіцієнтів Фур’є може бути роз-
в’язана у випадку, коли як дані відомі сліди не-
осцилюючого множника підінтегральної функції 
на лініях або відомі значення неосцилюючого 
множника підінтегральної функції у вузлових 
точках. В останньому випадку кубатурні форму-
ли ефективніші за класичні, оскільки в своїй по-
будові потребують на порядок менше вхідних 
даних для досягнення заданої точності. 
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У [2] розглядалася задача наближеного об-
числення 2 D коефіцієнтів Фур’є за допомогою 
сіткового інформаційного оператора, побудова-
ного на основі сплайн-інтерлінації функцій. Пи-
тання отримання оцінки похибки побудованих 
кубатурних формул через похибку наближення 
функції f(x, y) оператором інтерлінантом та 
похибку наближення оператора інтерлінанта 
оператором інтерполянтом, побудованим з вико-
ристанням оператора інтерлінації, на класі  2,1 :rH M   ,0 ( , ) rf x y M ,  0, ( , ) rf x y M , 
 , ( , )  r rf x y M , r = 1, 2 розглянуто вперше.
Постановка задачі: отримати оцінку похибки 










( , ) ( , ) cos 2 cos 2I m n f x y mx nydxdy   
кубатурними формулами з використанням 
операторів сплайн-інтерполяції, побудованих на 
основі операторів сплайн-інтерлінації функцій 
на класі дійсних функцій двох змінних, визначе-
них на G = [0,1]2 і таких, що f(x, y) H12,r (M), 
r = 1, 2, у випадку, коли інформація про функцію 
задана її значеннями fkj = (xk, yj), ,,0 1mk   
2,0 mj   через похибку наближення функції 
f(x, y) оператором інтерлінантом та похибку наб-
лиження оператора інтерлінанта оператором ін-
терполянтом, побудованим з використанням 
оператора інтерлінації.
1. Кубатурна формула обчислення 
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Лема 1. [1] Оператор сплайн-інтерлінант
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2.  221( , ) ( , ) , 1, 2        rrf x y Of x y O O r.
Лема 2. [1] Оператор сплайн-інтерполянт, 
побудований на основі сплайн-інтерлінанта
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( , ) ( , ) cos 2 cos 2m n Of x y mx nydxdy      .
Підставимо у ці формули вираз для оператора-
інтерполянта Õf(x, y) та отримаємо відповідні 
кубатурні формули, наприклад:
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2. Оцінка похибки наближення кубатурної 
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Тоді для оператора-інтерлінанта Of (x, y) та 
оператора-інтерполянта Õf (x, y), побудованого 
на основі Of (x, y) справедливі представлення 
     1 2 1 2, ,  Of x y O O O O f x y  та Õf (x, y) = 
= (O1Õ2 + O2Õ1 – O1O2)f (x, y).
Теорема. Нехай  2,1( , ) , 1, 2 rf x y H M r  
та значення   1 2, , 0, , 0,  kj k jf f x y k m j m , 
задані не більше, ніж у N = (m1 + 1)(m2 + 1) –   2 21 1     фіксованих вузлових точках    2, 0,1 k jx y G . Справедлива наступна оцін-
ка зверху для похибки наближення  21 ,I m n  ку-
батурою формулою 21 ( , ) m n   nmnmI 2121 ),(~),,( 







Для  2 21 1( , ), ( , )I m n m n  
=  1 1
0 0
( , ) ( , ) sin 2 sin 2f x y Of x y mx nydxdy     в [3] 
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доведено, що  2 21 1( , ), ( , )I m n m n     rrM 22 1)!2( 4~  . 
Знайдемо оцінку для  2 21 1( , ), ( , )m n m n     
 1 1
0 0






















































































































j k x y x
f y G x d dxdy
 
 















k j x y y
M G x d dxdy
  
 


















j k x y x
M G y d dxdy
  
 





2 2 111 11 1 1 1
1 1
0 0 0 0
2 2
( 2)! ( 2)!
    
   
      





k j j kx y




2 21 1 12 2 4
( 2)! ( 2)! ( 2)!








Нехай       1, cos 2 2 cos 2 2
2
f x y x y x y    , 




1 (1, 2) 0.028997787909237I  , 
2
1 (2,3) 0.008785471951418I   
2
1 (3, 4) 0.004308752165426I  .
Аналіз результатів табл. 1 і табл. 2 підтвер-
джує теоретичні висновки: 
1. ;
2.  2 21 1( , ), ( , )I m n m n  
 2 21 1( , ), ( , )m n m n   = 1 2   .
Таблиця 1. Оцінка похибки наближення 21 ( , )I m n  формулою 
2
1 ( , ) m n .
m n  21 ( , )m n ε
1 2 10 0,028995529027384 0,000002258881853 0,000077777777778
20 0,028997646900554 0,000000141008683 0,000004861111111
2 3 10 0,008784781629319 0,000000690322099 0,000077777777778
20 0,008785429146727 0,000000042804692 0,000004861111111
30 0,008785463507055 0,000000008444363 0,000000960219479
3 4 10 0,004308408574421 0,000000343591006 0,000077777777778
20 0,004308731109022 0,000000021056404 0,000004861111111
30 0,004308748018623 0,000000004146803 0,000000960219479
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Висновки
Отримано оцінку похибки наближеного об-
числення 2 D коефіцієнтів Фур’є через похибку 
наближення функції f(x, y) оператором інтерлі-
нантом та похибку наближення оператора інтер-
лінанта оператором інтерполянтом, побудова-
ним на основі оператора інтерлінації на класі 
 2,1 rH M , r = 1,2.
Таблиця 2. Оцінка похибки наближення 21 ( , )I m n  через 1  та 2
m n   2 21 1 1( , ), ( , )I m n m n     2 22 1 1( , ), ( , )m n m n     1 2  
1 2 10 0,00000033195866 0,000001926923193 0,000002258881853
20 0,000000020284531 0,000000120724152 0,000000141008683
2 3 10 0,000000106424666 0,000000583897433 0,000000690322099
20 0,000000006228449 0,000000036576243 0,000000042804692
30 0,000000001216176 0,000000007228187 0,000000008444363
3 4 10 0,000000057157483 0,000000286433523 0,000000343591006
20 0,000000003117642 0,000000017938762 0,000000021056404
30 0,000000000601795 0,000000003545008 0,000000004146803
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O. Lytvyn, A. Lytvynov, O. Nechuiviter 
2 D FOURIER COEFFICIENTS ON THE CLASS OF DIFFERENTIABLE 
FUNCTIONS AND ТHE NETTING INFORMATION OPERATOR WITH USING 
INTERLINEATION OF FUNCTIONS 
In the article estimation of the error of the cubature formula of calculation 2 D Fourier’s coeffi cients on 
the class of differentiable functions has got. Cubature formula used operator of spline-interpolation basing 
on the interlineation of functions. Information about function is set of knots. 
Keywords: digital signal processing, interlineation of functions, 2 D Fourier coeffi cients.
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